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Механика деформируемого твердого тела в значительной мере наследует 
тензорный аппарат механики жидкости, в которой преобладает подход Эй-
лера. Однако физические (механические) свойства твердых тел принципи-
ально отличаются от свойств жидких необходимостью сопоставлять неде-
формированное и деформированное состояния. В рассмотрение должны 
включаться, кроме скорости изменения текущей конфигурации среды, и 
деформации (дисторсии), определяемые сопоставлением начальной, неде-
формированной, конфигурации и актуальной, деформированной. В статье 
сделана попытка на основе анализа скоростей изменения деформаций и по-
воротов элементарных объемов среды очертить минимально необходимый 
для этого круг тензоров, если не ограничиваться допущением о бесконечной 
малости смещений, поворотов и деформаций.  
 
 

1. Известно, что решение задач деформирования твердых тел требует рассмотрения трех сто-
рон механики:  

• геометрической (анализ движения материальных частиц и волокон),  
• статической или динамической (условия равновесия действующих на частицы сил, в том 

числе, сил инерции),  
• «физической» (свойства материала).  
В случае отказа от стесняющей иногда гипотезы о бесконечной малости смещений, поворотов 

и деформаций соответствующая система представлений существенно усложняется по сравнению с 
геометрически линейным подходом. Усложнение главным образом касается геометрической сто-
роны. Статическая вполне решается на основе тензора напряжений Коши, практически без измене-
ния наследуемого из геометрически линейного подхода – если мы не хотим проблем с выяснением 
смысла тензоров Пиолы–Кирхгофа. Модели деформационных свойств материала, также наследуе-
мые, пока не вступают в противоречие с известными экспериментальными данными. 

Конечно, процесс синтеза и численной реализации названных трех сторон механики, даже в 
случае обретения ясности в каждой из них в отдельности, поставит дополнительные непростые 
задачи (например, задачу разделения деформации на упругую и неупругую, когда и аддитив-
ность, и мультипликативность выглядят весьма сомнительно; еще сложнее проблема вычисления 
изменений неупругой деформации за шаг по нагрузке). Пока, однако, судя по публикациям, не-
достает ясности даже в выборе и использовании базисного арсенала одной только геометриче-
ской стороны механики деформируемого тела. Удручает также унаследованное из механики 
сплошной среды стремление с первых шагов затруднить и без того трудный анализ введением 
косоугольного базиса, криволинейных координат и, вдобавок, использовать алгебраический тен-
зорный аппарат, требующий для каждого нового построения непростого доказательства того, что 
оно действительно представляет тензорную величину. Если, однако, использовать определение 
тензора как суммы полиад, то результат обычных действий с тензорами представит инвариант-
ную тензорную величину по определению. 

2.  При анализе кинематических соотношений мы опираемся на понятие абсолютного непод-
вижного пространства с неподвижной же системой отсчета, в которой каждая точка пространства 
идентифицируется уникальным радиус-вектором X=Xkek , k=1..3. Начало отсчета X=0 и базис {ek} 
мы выбираем сами. Пока не вынудят обстоятельства, будем использовать ортонормированный 
базис. Зная координаты вектора в одном базисе, нетрудно найти, при необходимости, его коор-
динаты и в любом другом. Привлекать криволинейные координаты нам не понадобится.  

Кроме радиус-векторов (измеряемых в метрах) в пространстве рассматриваются и другие 
векторы с различной физической размерностью. При анализе кинематических соотношений нам 
понадобятся безразмерные величины и обратные секунды. 
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откуда  
ε• = U• = R T·(F • – R•· U).    (20) 

19. Высказанные выше сомнения в отношении интегрирования тензора L заставляют нас 
вернуться к подходу Лагранжа (выражение (6)).  Зная F •, трудно сказать, как изменяется, и изме-
няется ли вообще, тензор R  или тензор ε, но интеграл (6) дает актуальное значение F. Выраже-
ние (10) показывает, что и тензор L может сыграть при интегрировании свою роль. 

Зная F, можно найти все интересующие нас тензоры, например, R, U, V, ε,  а также и тензор 
логарифмической деформации  e ≡ lnU  (или, при желании, lnV). 

Добавим, что при решении начальных и краевых задач для неупругих тел тензор деформаций 
ε ,  в отличие от тензора F, не входит в число параметров состояния [4, 5]. 

20. Основные выводы 
1. Симметричная часть тензора L, используемая в некоторых конечно-элементных оболоч-

ках в качестве скорости деформации, дает при интегрировании тензор Генки лишь в исключи-
тельных случаях. В общем случае компоненты этого интеграла не характеризуют ни деформации 
какого-либо волокна, ни какого-либо сдвига. 

2. Диагональный элемент тензора Генки не характеризует линейной деформации какого-либо 
волокна [2] – кроме случая, когда все боковые равны нулю. 

3. Боковые  элементы матрицы тензора Генки не характеризуют сдвига – кроме случая, ко-
гда все они равны нулю. 

4. Выражения для скорости деформации и скорости жесткого поворота  слишком громоздки  
для практического использования.  Проще интегрировать скорость дисторсии. Зная дисторсию, 
нетрудно найти все остальные тензоры (в том числе, и тензор Генки). Поскольку в геометрически 
нелинейный расчет безусловно входят смещения, а тензор F  представляет их градиент (то есть 
линейно связан со смещениями), он находится без труда.  
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