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ЗАДАЧИ СТАРТОВОГО УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ 
УРАВНЕНИЙ СОБОЛЕВСКОГО ТИПА 
М.В. Плеханова, В.Е. Федоров  
   
 

В работе исследованы задачи минимизации квадратичных функционалов 
на решениях дифференциального уравнения первого порядка в гильберто-
вом пространстве с вырожденным оператором при производной, удовле-
творяющих начальному условию Коши или обобщенному условию Шоуол-
тера – Сидорова. Речь идет о задачах стартового управления, то есть зада-
чах, в которых функцией управления является начальное значение функ-
ции состояния. Абстрактные результаты проиллюстрированы на примере 
задач стартового управления для системы уравнений фазового поля. 

  
 

Введение 
Пусть X и Y – гильбертовы пространства, операторы );( YXLL∈  (линейный и непрерывный), 

);( YXClM ∈  (линейный и замкнутый с областью определения domM, плотной в X ). В предпо-
ложении }0{ker ≠L  задача Коши 

),()()( tytMxtxL +=&  ux =)0(                                      (1) 
представляет собой абстрактную форму многих  начально-краевых задач для уравнений и систем 
уравнений в частных производных, встречающихся в естествознании. Уравнение (1) с вырож-
денным оператором при производной часто называют уравнением соболевского типа [1–3]. На-
стоящая работа посвящена исследованию задачи оптимального управления  
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для системы (1). Здесь заданы ∂U  – выпуклое замкнутое подмножество пространства X,  кон-
станта N>0, функции );,0(1 XTHw∈ , Xu ∈0 . Поскольку функция управления определяет на-
чальное значение функции состояния, то задача называется задачей стартового управления. Та-
кие задачи для уравнений вида (1) с оператором L=I  рассматриваются, например, в [4].  

Для уравнений соболевского типа ранее, по-видимому, рассматривались только задачи с рас-
пределенным управлением, когда функция управления u определяет правую часть уравнения (см. 
[5–10]). В перечисленных работах рассмотрены случаи, когда уравнение )()( tMxtxL =&  обладает 
аналитической в плоскости разрешающей группой операторов [6], аналитической в секторе полу-
группой [5, 8], сильно непрерывной разрешающей полугруппой [7, 9, 10].  

Используемое в данной работе условие сильной (L,p)-радиальности оператора M гарантирует 
существование сильно непрерывной разрешающей полугруппы операторов однородного уравне-
ния (1), вырождающейся на M-присоединенных векторах оператора L высоты не больше p [3, 11]. 
При этом все пространство распадается в прямую сумму ядра и образа полугруппы. Проектор на 
образ полугруппы вдоль ее ядра обозначим через P. При исследовании некоторых уравнений со-
болевского типа, описывающих реальные процессы, более естественным оказывается задание в 
начальный момент времени не условия Коши 0)0( xx = , а так называемого обобщенного условия 
Шоуолтера – Сидорова 0)0( PxPx =  (обоснование термина см. в [1, 12]). Именно такое условие 
используется при исследовании системы уравнений фазового поля, моделирующей фазовые пе-
реходы первого рода [13]. В работе помимо задачи (1)–(3) рассмотрена аналогичная задача со 
стартовым управлением uPx =)0( . Ранее задача оптимального управления для уравнения собо-
левского типа с распределенным управлением в правой части уравнения и с обобщенным усло-
вием Шоуолтера – Сидорова в случае существования аналитической полугруппы однородного 
уравнения была рассмотрена в работе [14].  
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 Пространство Z  составляют пары функций 2
2

1 )))((;,0((),( Ω∈ LTHwv  такие, что 
))(;,0( 2

1 Ω∈∆+∆− LTHwvvt , ))(;,0()1( 2
1 Ω∈−∆−− LTHvwα . Применение теоремы 5 приво-

дит к следующему результату. 

 Теорема 8. Пусть ∩∂U ≠Ω
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H Ø. Тогда существует единственное решение 

µ $
2(( , ), ) ( )v w u Z L∈ × Ω$  задачи (20)–(26). 

 Рассмотрение аналогичной задачи с жестким управлением 
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приводит к следующему результату. 

 Теорема 9. Пусть ∂U  – ограниченное множество в пространстве )(2 ΩL , ∩∂U ≠Ω
+

∂
∂ )(2

λ
n

H Ø. 

Тогда существует единственное решение µ $
2(( , ), ) ( )v w u Z L∈ × Ω$  задачи (20)–(25), (27). 
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