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ОБ УРАВНЕНИИ СОБОЛЕВСКОГО ТИПА С ПОЛИНОМИАЛЬНО 
ОГРАНИЧЕННОЙ ОТНОСИТЕЛЬНОЙ РЕЗОЛЬВЕНТОЙ 
А.С. Макаров 
 
 

В работе изучается абстрактное линейное дифференциальное уравнение со-
болевского типа с необратимым оператором при производной, относитель-
ная резольвента которого может иметь полиномиальный рост на бесконеч-
ности. Установлено существование разрешающей аналитической C-
полугруппы этого уравнения и доказано существование и единственность 
решения задачи Коши при начальных данных из некоторого множества. 

 

1. Пусть U и F  – банаховы пространства, оператор FUL →: линейный и непрерывный, т.е. 
∈L L ),( FU , а оператор FMM →dom:  замкнутый и линейный с областью определения 

Mdom плотной в U .  
Следуя [1], введем L -резольвентное множество оператора M  

∈= µρ {)(ML С: ∈−∃ −1)( MLµ L )},( UF . Для )(MLρµ ∈ определим правую и, соответственно, 
левую L -резольвенты оператора M  LMLMR L 1)()( −−= µµ  и 1)()( −−= MLLMLL µµ . Правая и ле-
вая L -резольвенты являются аналитическими функциями на L -резольвентном множестве. Спра-
ведливы правое и, соответственно, левое L -резольвентные тождества [1]: 
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Из равенств (1) и (2) следует коммутируемость операторов  )(MR L
µ , )(MR L

λ , )(MLL
µ , )(MLL

λ . 
Рассмотрим линейное уравнение соболевского типа  

  .
.

MuuL =        (3) 
Уравнение (3) можно редуцировать к паре эквивалентных ему уравнений  
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и 
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)( uMLL
µ = ,)( 1 fMLM −−µ          (5) 

рассматриваемых, соответственно, в пространствах U и F. 
В случае существования обратного оператора 1−L уравнение (3) сводится к уравнению  

.
,u Su=                (6) 

где .1MLS −=  Уравнение вида (6) при условии, что резольвента оператора S имеет не более, чем 
степенной рост на бесконечности, изучалось, например, в работах [2, 3]. В данной статье уравне-
ние (3) рассматривается при предположении, что ядро ker L≠{0} и L-резольвента оператора M 
имеет на бесконечности подстепенной рост. 

2. Пусть );
2
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π

θ ∈ , ∈σ R и сектор ∈= µσθ {,S С: ).(},)arg( MLρσµθσµ ⊂≠<−  

Рассмотрим однопараметрические семейства }0,{ ≥tU t  и }0,{ ≥tF t  линейных операторов, дей-
ствующих в пространствах U и F соответственно, которые определяются равенствами 
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Здесь ∈n N, контур  
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В силу леммы 2 это означает, что вектор ψ является M-присоединенным вектором оператора L 
высоты не больше 2n+1. Но по лемме 3 его высота не больше n. Поэтому 

0)())(( == ψϕ µ MRMR LnL
a .  

Пусть  f принадлежит теперь левой части равенства (21). Тогда gMLMLf LnL
a )())(( µ= , .Fg ∈  

Кроме того .0)())(( =fMLML LnL
a µ  Следовательно, 0))(())(( 22 =gMLML LnL

a µ  или 

,0)())(())(( 122 =− − gMaLMRMR LnL
a µ т.е. ker)( 1 ∈− − gMaL .))(())(( 22 MRMR LnL

a µ  Это означает 

согласно лемме 2, что вектор gMaL 1)( −−  является M-присоединенным высоты не больше 2n+1. 
Но его высота не может быть больше n. Поэтому 0))(())(( 1 =− − gMaLMRMR LnL

a µ или, применив 

к последнему равенству оператор L,  .0)())(( == gMLMLf LnL
a µ  ▲ 

Определение 3. Замкнутое множество ⊂Ф B  называется фазовым пространством уравнения 
(9), если  

1) любое решение v уравнения (9) лежит в Ф, т.е. 0>∀t  ;)( Фtv ∈  
2) для любого 0v  из некоторого плотного в Ф множества 0Ф  существует единственное ре-

шение задачи Коши 0)0( vv =  для уравнения (9). 
Обозначим  1U  )( 1F  замыкание imL )(Uµ  (imL )(Fµ ). 

Теорема 4. Пусть операторы L и  M удовлетворяют условию A). Тогда 1U  )( 1F  является фа-
зовым пространством уравнения (4) ((5)). 

Доказательство. Если u – решение уравнения (4), то, как показано в [7], ),(MLρλ ∈∀  
∈∀k N 

.)())(( u
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dMRu kkL −= λλ  

Положив здесь a=λ , nk =  и использовав это равенство при µλ =  и 1=k , получим: 

=−−= u
dt
dMR

dt
daMRu LnnL

a ))(()())(( µµ .)())(())(( u
dt
d

dt
daMRMR nLnL −− µµλ  

Отсюда следует, что u∈ imL )(Uµ
1U⊂ . Пусть ∈0u  imL )(Uµ  , т.е. ,)( 00 xMRCu L

U µ=  .0 Ux ∈  

Тогда функция 0)()( xMRUtu Lt
µ=  в силу теоремы 3 является решением задачи Коши 0)0( uu =  

для уравнения (4). Докажем единственность этого решения. Пусть v  – другое решение задачи 
Коши 0)0( uv =  для уравнения (4). Рассмотрим на [0, t] функцию )()()( svMRUsw Lst
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Следовательно, )()0( tww = , т.е.  
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Поэтому ∈− )()( tvtu  kerL )(Uα . Кроме того, как показано выше, ∈− )()( tvtu  imL )(Uµ = 
imL )(Uα . Тогда в силу равенства (20), ).()( tvtu =  Доказательство для уравнения (5) проводится 
аналогично. ▲ 
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